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Teoria da utilidade

44

... a determinacado do valor de um item nao pode ser baseada
no seu prego, mas sim na utilidade que ele fornece. O preco de
um item depende somente do proprio item e é igual para todo
mundo; a utilidade, contudo, depende das circunstancias

particulares do individuo que faz a estimativa.” (Bernoulll,
1738)

RAMOS, Pedro Alexandre Fernandes Lima. Principios de calculo de prémios e de medidas
de risco em modelos atuariais. 2014. Tese de Doutorado.



Teoria da utilidade
e Teoria da utilidade lida com a medida de satisfacéo relativa.

e A utilidade é uma medida ordinal de preferéncia que reflete o
nivel de satistacdo associado a diferentes niveis de riqueza ou
consumo.

EXEMPLO: Se atribuir valor 1 ao bem “lapis” e valor 2 ao bem

“caneta’, saberemos que o agente econdmico que tem aquela
funcao utilidade prefere caneta a lapis.



Fungéo utilidade

No que diz respeito a analise de riscos os fundamentos
da teoria da utilidade dao um norte a tentativa de
responder questdoes relacionadas ao problema de
precificacao do seguro.

...Fundamentos psicologicos da. demanda por seguros e
oferta de seguros...

Uma funcdo que mede o valor (utilidade) que um
individuo atribui a quantidade monetaria x.

» Expressa em “bem-estar” um montante x de riqueza.



Fungéo utilidade

Seja X o conjunto de alternativas disponiveis ao
agente econdmico. Uma funcdo u:X - R ¢é uma
representacao de utilidade se ordenar as alternativas
de acordo com as preferéncias do agente.

Sendo assim a satisfacdo que um agente de decisao
atribui a um bem ou servico ¢ medida por uma
funcao, u(x), que faz uma ordenacido dos beneficios,
Logo

xzy & ulx) = u®y)



Fungéo utilidade

Existem diversas familias de funcoes de utilidade com diferentes
propriedades

Utilidade linear: ulx) =x

Utilidade quadratica: ux) =—(a—x)? x<a
Utilidade logaritmica: ulx) =mla+x), x > —«a
Utilidade exponencial: ulx) = —ae ™, a>0

Utilidade potencial fracionaria: u(x) =x¢, x>00<c<1



Fungéo utilidade-Aversén ao risco

A perda devida a um “mau”’ resultado ndo é “compensada’”

pelo ganho advindo de um “bom” resultado de mesma
magnitude (Agente conservador).

u'(x) >0 Indica que a satisfacdo aumenta com a riqueza
(positiva).

u'(x) <0 Indica a aproximacao de ponto de saturacao do
individuo (concava).



Fungéo utilidade-Aversén ao risco

A perda devida a um “mau”’” resultado nao é
“compensada” pelo ganho advindo de um “bom”
resultado de mesma magnitude.

2 1)

i, +d)

rn(x,)- A iAH+

u'x)>0

Ap-

n(x,-d)14 Y

u'(x) < 0

x, -d C x, +d X



Grau de aversén ao risco

O grau de aversdao ao risco ou coeficiente de aversao ao
risco, r(x), pode ser definido por:

Quanto maior for esse coeficiente, maior sera aversao ao
r1SCO.



EXEMPLO I: Considere as seguintes funcoes de utilidade
1) u(x) = —(a—x),x<a
2) ux) =n(a+x), x > —«a

3) ulx) =—ae *,a>0

Obtenha o grau de aversdao para cada uma dessas
funcoes.



Dux) =—-(a—x)2x<a
W) =2(a—-x) p'x)=-

—2 B i
2 —x) a—x

r(x) = —

Dux)=In(a+x), x>—-a
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1
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Jux) =—-ae **,a>0

0@ = g2g-ax W'(x) = —aBe
_a3e—ax

r(x) = — 2, = "0




Sequro e utilidade

Seja u(x) uma funcado utilidade associada a variavel
aleatoria X, dessa forma a utilidade esperada para X é
dada por:

(o
z u(x;)P(X = x;), para x discreta.
E[u(0] ={ =

f ulx)f(x)dx, para x continua.
\Y/ —00



Sequro e utilidade

Seja u(x) a funcao utilidade que o segurado associa a cada
excedente x.

X representa a variavel aleatoria associada ao risco (severidade).
W a riqueza inicial do segurado.

G o prémio aceito como bom pelo segurado devido a sua utilidade.

uW —G6) = Elu(W — X)]



EXEMPLD 22 Seja um segurado com uma funcéo utilidade
potencial fracionaria:

u(x) = +/x, x = 0.

Considerando que sinistralidade obedece a funcio uma
distribuicdo Uniforme, X~U.(0,10). Qual o prémio G
aceito pelo segurado de modo a nao diminuir a sua
utilidade esperada, dado a riqueza inicial do segurado

de 10,00 u.m.



SOLUCAD
Usando u(W —G) =E[u(W —X)]
temos que

#(10 — G) = E[u(10 — X)],

V10 — G = E(V10 — X),
10(y10 — x)
fo 10 dx,

V10 -G =

10
10v10—G = | (V10 —x)dx.
0

u=10—x e du = —dx,

10W=—]

=0

w

2
10v10 -G = —§u§

2 3
10710 — G = -5 (10— %)z

x=0

? 3
10v10 — G =3 (107,

2
10v10 - G = =10V 10,

3
10 6—410
=510,
6—410 10
5 ,
G = 5,55.



Sequro e utilidade

Um valor aproximado de G pode ser obtido por
1
G~ EX)+ Evar()()r(w —EXX))

ou

1 "(W—-EX
G = EX)— Evar(X ) ‘L:t’((W = E((X))))



DEMONSTRAGAD

Usando u(W — G) = E[u(W — X )], temos que os dois primeiros termos da série
de Taylor em torno de (W — E(X)) Sa0:
uW —6) =~ u(W—-EX))+ ' (W —-EX)(W -G -W +EX))

u(W = G) =~ u(W — EQO) +p'(W — EX))(E(X) = G)

Fazendo o mesmo para u(W — X) temos:

u(W —X)
~uW—EX)+u'(W—-EX)(W-X-W +EX))

+ %u"(w —EQ))W =X -W+EWX)°



DEMONSTRACAD

(W = G) = u(W — E(X)) + @'(W — EX))(E(X) = G)

1
uW = X) = u(W = E() + @/ (W — ECO)EX) = X) + - p"" (W - EX))(EX) - X)?
Calculando o valor esperado de u(W — X), temos :
1
E[uW = X)] = u(W = EQO) + 5 u" (W — E(X))var(X)
Fazendo u(W — G) = E[u(W — X )], temos:

1
u(W—EX)+u'(W-—EX)EX) -G =u(W-EX)) + E””(W — E(X))var(X)

1
G~EX)+ Evar(X)r(W —E(X))



EXEMPLD 3: Resolva novamente o exemplo 2 usando a
aproximacao para G.

Solucéo
ux) =+x, x>0 X~U.(0,10) e W =10
1
G~ EX)+ Evar(X)r(w - E(X))

10 102 25
E(X) == 5; wvar(X) AT,

dyx 1  d?Jx _ 1
dx  2vx’ dx2  4Vx3

1(25
Gz5+§<?>< 4\/_>(2\/_)~458




SOLUGAD

2 3 3\?
G=W — (—% (W — 10)2—W2]>

4 ( 3 z)
= — —10)2 — W2
G=W—555\(W-10)z - W

ParaW =10-> G = 5,55

1
G ~E(X)+ Evar()()r(w —E(X))

10 102 25
E(X) :?: 5, UClT(X) :E:?;

dvyx 1 ,d%Jx _ 1

dx  2yx ' dx2 = 4x3

1 1

G~5 +§<§> (—4\/(W = 5)3) (2vw —5)

25

GES+ o w =5

ParaW =10 2> G =~ 5,42
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Sequro e utilidade

Seja. u (x) a funcao utilidade associada ao segurador e II, o
prémio minimo que torna o segurador indiferente entre aceitar e
nao aceitar o risco. Logo:

pW) =Elp(W +11-X)]

u(W): utilidade da riqueza inicial do segurador caso ele nao
acelte o risco.

Elu (W + 11 — X)]:utilidade esperada apds aceitar assumir o risco
do segurado.



EXEMPLO 4: Considere que um segurador atribui utilidade ao seu
patrimonio de acordo com:

u(x) = 0,004(1 — e~ 0004x)

A severidade do dano seguravel é exponencialmente distribuida
tal que:

f(x) =0,02e7992% x > 0

Qual devera ser o prémio cobrado pelo segurador de forma a néo
diminuir sua utilidade esperada ao aceitar o risco do segurado?

(W = R$20000,00)



SOLUGAD

puW)=Elp(W+1-X)],
0,004(1 — e~%004") = £{0,004[1 — ¢~ 00+WHI=X)]}

0,004(1 — e~0.004WY — 0’004{1 7 E[e—0,004(W+H—X)]},

6_0’004W L E[8_0’004(W+H_X)],

—0,004W —0,004W

e =€

6_0’004HE(€0’004X),

E (0004X) — 0,004I1



SOLUGAD

Como X~Exp(0,02), e My(t) = ﬁ.E possivel perceber que E(e%0%4%) =
M (0,004), logo

0,00411 _ 0’02

~002—0004 o

e

Assim

M= nd28) R$55,78
o (R0 o  aun




Sequro e utilidade

A literatura apresenta que a situacdo ideal na qual
ambas as partes podem chegar a um acordo, sera
aquela em que :

G >1 > EX)

sob aversao ao risco.



EXEMPLO 8: Considere um segurado com uma funcdo de utilidade
linear, tal que: u(x) = 0,00005x — 1. Considere também que a
sinistralidade é exponencialmente distribuida, X~Exp(0,001).

Qual o prémio G aceito pelo segurado de modo a néo
diminuir a sua utilidade esperada, dado que W = R$1000,00.

*0O usual ¢é a utilizacdo de funcbes de utilidade que atendam ao perfil de um agente avesso ao
risco.



Solugéo:
Seja. a = 0,00005, b=-1 e W = 10000, assim:
u(W—6) = E[u(W — X)]

aW —aG + b = ElaW — aX + b]

G = EX)
Logo
1
G 0,001 $1000,00

Como o segurado tem utilidade linear, ele é neutro ao risco, e o
prémio aceito sera exatamente o valor esperado da perda.



EXEMPLO B: Suponha um investidor com riqueza W, cuja utilidade
atribuida ao seu patrimoénio seja dada por u(x) = —e 9902* ¢ este
investidor esta escolhendo entre dois investimentos que levardao a perdas
liquidas aleatorias de X; ~ N(10%,500%) e X, ~ N(1.1 x 10%,20002) .
Qual destes investimentos tem maior utilidade esperada para o

investidor?



1
Mx(t) D e,ut+502t2

E[_e—o,ooz(w—x)] = —E[e~0002W+0,002X] = _ p=W0,002 ;[ 0,002X]
Investimento 1
5002(0,0024 20,5
_ _ ,—W0,002,0,002(10%)+ (2 )= _ ,-w0,002+20,5 _ _ _°
= —e e e =
eW0,002
Investimento 2
4\ . 2000%(0,0022) 230
_ _ ,—W0,002,0,002(1.1x10%) 3 = _ ,-w0,002+30 _ _
= —e e e =
eW0,002

O Investimento 1 proporciona utilidade esperada maior que o investimento 2.
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